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Aktivitet 1:1

Geometriska serier

Nar man adderar elementen i en geometrisk talféljd, sa far man en geometrisk
summa. En geometrisk summa med odndligt manga termer kallas for en
geometrisk serie. 1 den hdr aktiviteten far du méjligheten att férdjupa dina kun-
skaper om geometriska summor och serier.

u u . 1 1 1 1
1 Berdkna virdet av den geometriska summan 1 + =+ — + ——

+—4 ..+
.. 3 9 27 81 3"

om antalet termer ar

a) 5

b) 10

c) 15

d) Vad hdander med summan ndr termerna blir fler?

2 En del geometriska serier kan ha dndliga gransvarden. Lt s, vara summan
av de n forsta termerna i serien
1 1 1 1

l+-+-+——=+-——+
Yy 3 9 27 381

Bestdm grdansvdrdet rllign Sy

3 Lats, vara summan av de n férsta termerna i en geometrisk serie. Undersok
om gransvdrdet %LIQ s, existerar om serien ges av

a) 1+1-1,02+1-1,022+1-1,023 + ...
b) 243 +81+27+9+3 + ...
¢) 500-500-0,97 + 500-0,972-500-0,97> + ...

4 1ats, vara summan av en geometrisk talfoljd med n termer.

Spy=ay +ay-k+a,-k>+a -k + ..

For vilka varden pa kvoten k existerar gransvardet ,111311 Su?

; a, o e .
,111511 s, = —> ide fall dir grinsvirdet existerar.

1-k

' 5 Lats,vara summan av de n forsta termerna i en geometrisk serie. Visa att

6 Bestim summan som ges av den geometriska serien

a) 2 4-06Mm!
m=1

SPIPNEI

7 Ge exempel pa en geometrisk serie som ger summan 5 / % .
Beskriv serien med hjilp av summatecknet }.
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Aktivitet 1:1

Geometriska serier

Syfte

Aktiviteten syftar dels till att férdjupa elevernas
kunskaper om geometriska summor, dels till att
aktualisera deras kunskaper om gransvarden.
Eleverna har tidigare berdknat geometriska
summor med odndligt antal termer i ldroboken,
men i dessa uppgifter har inte begreppet geome-
trisk serie anvdnts. I den har aktiviteten formali-
serar vi de berdkningarna och introducerar
begreppet geometrisk serie.

Materiel
Aktivitetsblad Geometriska serier.

Genomforande

Aktiviteten kan med fordel introduceras genom att
ge ett konkret exempel pa en geometrisk serie. Det
kan t.ex. handla om att férs6ka berdkna hur stor
del av en hel chokladkaka man far i sig om man
forst ater halva, sedan halften av det som ar kvar,
sedan halften av det som dr kvar igen osv. Blir hela
chokladkakan uppdten? Dela sedan ut aktivitets-
bladet Geometriska serier till eleverna och lat dem
arbeta med det enskilt eller i par. Uppmana gdrna
eleverna att aterkoppla till dig f6r att fa en uppfatt-
ning om de har férstatt hur man berdknar grans-
vdrdet i uppgift 2. Ett alternativ dr att, efter en stund,
samla klassen fér en gemensam genomgang av
uppgift 2.
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Lararhandledning

SIDA1AV2
Losningar
19 %z 1,49383 b) 1,49997

¢) 1,4999998955

d) Summan verkar ndrma sig 1,5.

2 }HE sp=15

Kommentar:
1\" 1\" 1\"
=l -1 [z -1 1-(=
- B )
W12 T2 T
3 3 3
ln
3|11 - |=
_( (3)) 3
_f—)z_

=1,5da n— e

Att s, har gransvdrdet 1,5 kan ocksa askadlig-
goras med figuren nedan som forestdller tva
kvadrater, dar man tdnker sig att monstret
fortsdtter pa samma stt:

AT
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Aktivitet 1:1

Geometriska serier

3 a) Nej, gransvirdet existerar inte.

Kommentar: Varje term i summan dr storre
dn eller lika med 1. En summa av odndligt
madnga termer som dr storre dn 1, blir
odndligt stor.

b) Ja, gransvardet existerar och dr lika med
364,5.

¢) Ja, gransvdrdet existerar och dr ca 253,8.
4 -1<k<1

a,(k"-1) _
k-1
a,(1-KkY
1-k

Om —1<k<1,sagailleratt k, >0 narn —

5 lims,=1lim
n->o0 n->co

=lim

_ﬂl‘l_ ﬂl
T 1-k 1-k

6 a) 10
b) 0,7875

oo 1 m-1
7 Tex. ZS-(—)
m=1 3
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SIDA2AV 2

Att lyfta fram

Innan eleverna borjar arbeta med aktiviteten kan
det vara bra att lyfta fram skillnaden mellan geo-
metriska summor och geometriska serier. I den
kontexten kan man ta upp ett klassiskt exempel
fran Zenons paradoxer, som t.ex. fallet med tudel-
ningen av en stracka, dir man forst forflyttar sig
till mitten av strackan, sedan till mitten av den
kvarstaende strackan, sedan till mitten av ndsta
kvarstaende stracka, osv. i all odndlighet. Fragan
dr naturligtvis om man ndgonsin kommer fram
till slutet av strackan. I uppgift 4 far eleverna
komma fram till att det bara ar for |k| < 1 som
den geometriska serien har ett gransvarde. Med
andra ord, om termerna i en odndlig summa
minskar exponentiellt, sd kommer serien att ha
ett dndligt gransvarde. I slutet av lektionen kan
man sammanfatta aktiviteten genom att diskutera
om det finns ndgon verklig situation som kan
beskrivas med den geometriska summan i uppgift
1, 2 och 4. Lat aven i det har fallet eleverna komma
med exempel som t.ex. handlar om att successivt
forflytta sig langs strackor som minskas enligt en
given regel eller om en mdngd som successivt
minskar enligt en given regel.
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Aktivitet 1:2

Kryptering med kongruenser

SIDA1AV 2

Caesarkrypto

Madnniskor har i alla tider haft behov av att skicka hemliga meddelanden.
Ett sdtt att gora det dr att anvdnda ett sa kallat Caesarkrypto. Varje bokstav
i meddelandet krypteras dd genom att den forskjuts ett visst antal steg i
alfabetet. Viljer vi exempelvis forskjutningen fem steg, sa krypteras
bokstaven A som F och bokstaven Y som A.

Bokstav = Tal  Bokstav Tal | Bokstav Tal | Bokstav Tal | Bokstav Tal

A 0 G 6 M 12 S 18 Y 24

B 1 H 7 N 13 T 19 z 25

c 2 [ 8 o] 14 u 20 A 26

b 3 J 9 P 15 v 21 A 27 Nér alfabetet tar slut,

e |4 k@ . w = 6 |z |pmmmemoninage
F 5 L 11 R 17 X 23 staven Y krypteras som A.

Om vi numrerar bokstdverna i alfabetet fran 0 till 28, kan ett Caesarkrypto
med forskjutningen 5 beskrivas med funktionen

k=m+ 5 (mod 29)

dar m star for numret for bokstaven i meddelandet och k star for numret
for motsvarande bokstav i kryptot.

Eftersom bokstaven A har numret 0, ska den enligt ekvationen krypteras som
0 + 5 (mod 29) = 5 (mod 29)

vilket ar numret for bokstaven E.

Stromchiffer

Ett Caesarkrypto, eller Caesarchiffer som det ocksa kallas, ar dock ganska
enkelt att dekryptera. Ett mer avancerat krypto fair man om man i stdllet
anvander ett sd kallat Strémchiffer som krypterar enligt funktionen

k=am + b (mod 29)
ddr a och b ar heltal mellan 0 och 28.
Ett krav for att Stromchiffret ska fungera dr dock att funktionen ar inverterbar,

dvs. att man kan 16sa ut m ur formeln. Vi visar hur kryptering och dekryp-
tering kan ga till med tva exempel.

Exempel 1: Kryptera ordet NATUR med kryptot k=3m + 7 (mod 29).

Losning:  Det dr lampligt att gora en tabell, ddr du for in ordet
i meddelandet.

Bestdm sedan m och k fér en bokstav i taget.

Klartext N A T V) R
m 13 0 19 20 17
k=3m+7=3-17+7=58=0(mod 29)
k 17 7 6 9 0
Krypto R H J

Ordet NATUR krypteras alltsd till RHGJA.
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Kryptering med kongruenser

SIDA2 AV 2

Exempel 2: Ett ord med fem bokstadver har krypterats till UACZU med

kryptot k=3m + 7 (mod 29). Vilket dr ordet?
Losning:  Vildser ut m ur sambandet k=3m + 7 (mod 29):

k=3m+ 7 (mod 29) Addera 22 till bada led

k+22=3m+ 29 29 ar kongruent med O (mod 29)

k+22=3m Multiplicera bada led med 10

10(k + 22) =30m 30 ar kongruent med 1 (mod 29)

10k +220=m 220 &r kongruent med 17 (mod 29)

m=10k + 17
Kommentar:
Vi kan inte subtrahera bada leden med 7 och sedan dividera med 3, eftersom
m= k;—7 (mod 29) inte ger heltalsvirden pa m frdn 0 till 28 for alla virden
pa k fran O till 28. \

Vi gor en ny tabell med kryptotexten 6verst och bestimmer sedan k och m.

Krypto U A (o] Y4 V)
k 20 0 2 25 20
m=10k+17=10-20+17 =217 =14 (mod 29)
m 14 17 8 6 14
Klartext (e} R | (@)
- UACZU blir alltsa ORIGO i klartext.

1 Kryptera ordet MATTE med kryptot k=5m + 12 (mod 29).

2 Kryptera ordet LARARE med kryptot k= 8m + 3 (mod 29).

3 a) Los ut mur kryptot k=2m + 9 (mod 29).

b) Dekryptera ordet ZGWROQ som har krypterats med kryptot
k=2m + 9 (mod 29).

U 4 a) Los ut mur kryptot k=6m + 4 (mod 29).

b) Dekryptera ordet ROSMXLC som har krypterats med kryptot
k=6m + 4 (mod 29).

5 a) Bestdm ett eget hemligt ord, tre till sex bokstdver langt.

b) Bestdm en egen krypteringsnyckel i formen k=am + b (mod 29),
ddr a och b ar heltal mellan 0 och 28.

¢) Kryptera nu ditt hemliga ord med krypteringsnyckeln du bestamde
i deluppgift b).

d) Para ihop dig med en kamrat (som kan bevara en hemlighet).

e) Byt nu krypterat ord och tillhérande krypteringsnyckel med varandra
och férsok dekryptera era ord.

f) Jamfor era svar. Fick ni fram ritt ord? Om inte, vad gick fel?
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Kryptering med kongruenser

Syfte

I den hir aktiviteten far eleverna kryptera och
dekryptera meddelanden med hjdlp av sina kun-
skaper om kongruensrakning. Det starker inte bara
elevernas kunskaper i kongruensriakning utan ger
dem ocksa tillfdlle att préva pa kryptering, en viktig
tilldmpning av matematik bade i dag och genom
historien.

Materiel
Aktivitetsblad Kryptering med kongruenser.

Genomforande

Aktiviteten kan med férdel introduceras genom
att ge ett konkret exempel pa en enkel Caesar-
kryptering, t.ex. att du som ldrare krypterar ditt
eget namn genom att forskjuta alla bokstaver ett
visst antal steg. Dela sedan ut aktivitetsbladet
Kryptering med kongruenser till eleverna och 1at
dem arbeta med det enskilt eller i par. Uppmana
gdrna eleverna att dterkoppla till dig for att fa en
uppfattning om de har foérstatt hur man léser upp-
gift 1 och 2 innan de gar vidare. Ett alternativ ar
att, efter en stund, samla klassen for en gemen-
sam genomgang av uppgift 1 och 2.

Losningar

1 OMUUD
2 EQXDXG

3 a) m=15k+ 10
b) INVERS

4 32) m=5k+9
b) HEMLIGT

matematik origo
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Lararhandledning

SIDA1AV 2

Utvidgning och variation

Deluppgift 5, ddr eleverna bestimmer ett eget
hemligt ord och en egen krypteringsnyckel, kan
naturligtvis upprepas flera ganger for de elever
som 6nskar. Det hemliga ordet kan ocksa utokas
till en hel mening.

Att lyfta fram

Betona gdrna att kryptering spelar, och har spelat,
en viktig roll i samhadllet. Under andra varldskriget
var dekryptering av tyskarnas hemliga meddelan-
den en viktig faktor i de allierades vinst, och i dag
mojliggor kryptering till exempel att vi kan handla
sdkert pa natet. I stdllet for kryptera och dekryp-
tera kan begreppen koda och avkoda anvdndas.

Kongruensrakningen som férekommer i Caesar-
kryptering kan vara lite tidskrdavande. For att
underldtta berdkningarna kan eleven anvianda en
sa kallad Cayleytabell for N,g, som ger det inverte-
rade talet (mod 29) till alla tal som tillhor N,g =
{0, 1, 2, ..., 28}. Tabellen ldses genom att f6lja
raden for ett givet tal n tills du kommer till talet 1,
och talet p i den kolumnen ir da det inverterade
talet (mod 29) till n, dvs.

n-p=1 (mod 29). Ska du t.ex. 16sa ut k ur kryptot
k=7m+ 12 (mod 29), adderar du bada leden
med 17 och multiplicerar bada leden med 25,
eftersom 7-25 =1 (mod 29) enligt Cayleytabellen.
Alfabetstabellen och Cayleytabellen kan vara bra
hjdlpmedel for eleverna, speciellt fér uppgift 5. De
finns med som separat kopieringsunderlag.
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Aktivitet 1:2 Lararhandledning

Kryptering med kongruenser

SIDA2 AV 2
Alfabetstabell
Bokstav = Tal | Bokstav Tal  Bokstav Tal | Bokstav Tal | Bokstav Tal
A 0 G 6 M 12 S 18 Y 24
B 1 H 7 N 13 T 19 z 25
C 2 I 8 o 14 u 20 A 26
D 3 J 9 P 15 Vv 21 A 27
E 4 K 10 Q 16 W 22 o) 28
F 5 L 11 R 17 X 23

Cayleytabell 0—28

3 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
3/ 4 5 /6 78 91011 12 13 14|15 16 17 18|19 /20 21 22 23 24 25 26 27 28
6
9

10 12 /14 16 18 20 /22 24/26/28 1 3 &5 7 9 |11 13 15|17 19 21|23 25 27
1211518 21 24|27 1 4 7 10 13 16 19 22 /25 28 2 |5 8 11 14 17 20 23 26 \

©® o A~ NN

20 25|14 6 11 16 /21 /26 2 7 12|17 22 27 3 |8 |13 18 /23 28 4 9 14 19 24
12 /18|24 ' 1 7 13/19 25 2 8 14 20 26 3 9 |15 21 27| 4 10 16 22 28 &5 11 17 23
14 21128 6 13 20|27 5 12|19 26/ 4 1118 25 3 1017 /24 2 9 1623 1 8 15 22
16 24/ 3 11 19 27|/ 6 14 22/ 1 9 17 25/ 4 12 20 28 7 |15 23 2 10/18 26 5 13 21
18 /27| 7 |16 25/ 5 14 23 3 11 20 1 10 19 28/ 8 17 26 6 15 24 4 13 22 2 11 20
11 21 2 12 22 3 |13 /23 4 14|24 5 15|25 6 16 26| 7 17 27| 8 18 28 9
15 26 8 19 1 |11 23 5 16 27 9 20 2 13 24 6 1728 10|21 3 14 25 7
19 2 14 26 9 |20 4 16|28 11 23 6 18 1 13 25 8 |20 3 |15 27 10 22 5 17
3
1
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10 23 7 20 4 |17 1 14 /27 11 24 8 |21 5 18 2 15 2812|256 9 |22 6 19
27112 26|11 25 10 24| 9 23 8 22| 7 |21 6 20 5 19 4 18 3 |17 2 16
16 2 17 3 18 4 19 5 20 6 21 7 22 8 23 9 24 10 25 11 26 12 27 13 28 14
19/ 6 |22 9 2512 28 156 2 18 5 21 8 24 /11 /27 14 1 17 4 20 7 23 10 26 13
22,10 2715 3 20 8 |25 13 1 18 6 23 11 28|16 4 21 9 |26 14 2 19 7 |24 12
25114/ 3 21 10|28 17 6 24 13 2 20 9 27 16/ 5 2312 1 19 8 26 15 4 22 11
28 18 8 27 17| 7 26 16| 6 25 15 5 24 14 4 23 13| 3 |22 12|/ 2 (21 11 1 20 10
22113 4 24 15 6 26 17 8 28 19 10 1 21 12 3 23 14 5 25 16 7 27 18
26 18 10 2 23|15 7 28|20 /12 4 25 /17 9 1 22 14 6 27 /19 11| 3 24 16
23116 9 | 2 24 17 10 3 |25 18 11 4 |26 19 12 5 27 20 13 6 |28 21 14
11 5 28 22 16 10 4 27 21 15 9 3 26 20 14 8 2 2519 13 7 1 24 18 12
14 9 4 28 23/18 13/ 8 | 3 27 22 17 12 7 2 2621 /16 11 6 1 25 20 15 10
1713 9 5 1 26 22 18 14 10 6 2 27 23 19 15 11 7 3 28 24 20 16 12 8
20 17 14 11 8 | 56 2 28|25 22 19/16 13 10 7 4 1 |27 24 2118 15 12| 9 6
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