


Till lasaren

| ELEVBOCKERNA | SERIEN MATEMATIK ORIGO finns uppgifter dir vi reckommenderar
anviandning av grafritande hjilpmedel. T elevbockerna ger vi exempel pa hur dessa
uppgifter kan 16sas med grafritande raknare. Men i gymnasieskolan &r det i dag
allt vanligare att 16sa sddana uppgifter med andra digitala hjidlpmedel, t.ex.
GeoGebra. Dirfor har vi i det hir materialet valt att visa hur man kan anvinda
GeoGebra for att 16sa denna typ av uppgifter. Uppgifterna dr himtade fran elev-
bokens exempel. Vi visar ocksd hur man kan anvdnda GeoGebra for att utfora de
berdkningar som finns under rubriken Pd din réknare.

Exemplen med losningar i GeoGebra finns till var och en av elevbdckerna i serien
Matematik Origo och dr tinkta att anvdndas parallellt med elevboken. For att
gora det enkelt att hitta finns det sidhdnvisningar till de exempel i elevboken som
materialet bygger pd. I 16sningarna utgér vi frin GeoGebra Classic 6, som finns
tillgangligt gratis via www.geogebra.org/classic. Observera att vi visar et sitt att
16sa uppgifterna. Inte sillan dr det mojligt att losa dem pé andra sitt eller med
andra kommandon.

De uppgifter i elevboken didr du uppmanas att anvinda grafritande riknare far du
l6sa med valfritt grafritande hjalpmedel.

Vi hoppas att du kommer att ha nytta av materialet!
Forfattarna

Har du synpunkter eller forslag pa forbattringar? Hor av dig till
emelie.reutersward@sanomautbildning.se



Origo 2b, s. 21

Exempel:  Punktionen f bestims av uttrycket f{x) = —2x> — 44x — 236.
a) Rita grafen y = f(x) med grafritande hjdlpmedel.
b) Bestim det storsta virdet till funktionen f.
Losning:  a) Vianvinder GeoGebra. Skriv in flx) = —2x? — 44x — 236 iinmatningsfiltet.
Om funktionens storsta virde inte syns i ritomradet, viljer du < Flytta

ritomradet. Dé kan du flytta koordinatsystemet tills du ser grafen och dndra
skalan pa axlarna genom att klicka och dra i respektive axel.

D 2R = PANREIES Se Q=

@ f(x)=-2x—4a4x—236 Y ! &

+ | Inmatningsfilt...

=15 -1 -5 0 5 10
"3
@®
4
Q
f -5 Q
-8
B
A/ Extrem-
p‘[‘j"kt finns b) Vi finner funktionens stdrsta virde genom att vilja /\/ Extrempunkt och
undaer menyn . o
med . klicka pa grafen.
dverst. L . . . "
Maximipunkten dr (11, 6) och punktens y-virde ger funktionens storsta
virde.
B CU=IPANNEIE s faal O —
Q f(x)=-2x—4a4x—236 Y ! &
. 8
® A = Extrempunkt (f) ¢ :
- (11, 6)
+  Inmatningsfélt... 4
2
X
=15 -1 -5 0 5 10
-
@®
4
Q
f -5 Q
-8
B

Svar: Funktionens storsta viarde dr 6.
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Origo 2b, s. 24

((« ~ Exempel:  Los ekvationen 0,3x*> = 2x + 3 med grafritande hjalpmedel.

Losning: Vi skriver om ekvationen 0,3x = 2x + 3 till 0,3x> —2x—3=0.

Losningarna till ekvationen ér nollstillena till f{x) = 0,3x* — 2x — 3.
Observera att

du maste Vi bérjar med att rita grafen till y = 0,3x> — 2x — 3 genom att skriva in
anvanda punkt y =0.3x> — 2x — 3 i inmatningsfiltet och trycka Retur.
som decimal-
tAe]Cc'fE”-ttAnl"'a:”d Om det behovs, flyttar vi ritomradet eller dndrar skalan pd axlarna, sa
Oor att skriva

att nollstillena ir synliga i ritomrédet. Vi viljer kommandot %/ Nollstallen,
A

upphojt till.

under menyn ddr o* dr overst, och klickar pa grafen.

DR PN EIE s Q

i y

g i

@ () =03¢-2x-3 =NV

Rot (f)

S

— A=(-126,0)

~

@
@ - B=(790
+

Inmatningsfalt...

0

s a

x-koordinaterna till punkt A och B ger ekvationens tvé lgsningar.

Svar: x; =—1,3 och x, = 7,9

ALGEBRA © 1.3 ABDRAGRADSEKVATIONER 24
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Exempel:

Losning:

Los ekvationen 2x* + 4x + 5 =0 grafiskt.

Origo 2b, s. 25

Vi ritar grafen till f{x) =2x?+ 4x + 5 i GeoGebra genom att skriva in
funktionsuttrycket i inmatningsfiltet. Man ser direkt att grafen inte skir
x-axeln. Det betyder att funktionen saknar nollstillen och ddrmed att

ekvationen saknar reella 1gsningar.

B AL D> 00 4N =2 (e ocQ =
@ w-2244xs5 N ‘ y N
25 —
+ | Inmatningsfalt...
20
15
10
5,
X
i) 14 -3 =7, 4 0 1 2 3 ®
; Q
Q
-10

Svar: Ekvationen saknar reella losningar.
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Exempel:

Losning:

Los ekvationen x(x + 3) = 3x + 14 exakt. Ange dven ett nirmevirde till
16sningen med en decimals noggrannhet.

x(x+3)=3x+14 Férenkla VL
X2 +3x=3x+14

X2+ 3x—3x=3x+ 14— 3x Subtrahera 3x fran bada leden

X =14
x=1V14 Exakt losning
x=xV14 = 3,7 For att berdkna V14 i GeoGebra, anvander du rottecknet pa

GeoGebras tangentbord eller skriver sqrt(14).

Svar: x, = V14 = 3,7; x, = —\14 =—3,7

ANDRAGRADSEKVATIONER © 2.1 ENKLA ANDRAGRADSEKVATIONER 431



Origo 2b, s. 56

(¢~ Exempel:  Utga frin andragradsekvationen x> — 6x + 8 =0

a) Bestim diskriminanten och avgoér hur méanga lgsningar
ekvationen har.

b) Rita grafen till f{x) =x*>—6x + 8. Hur ménga nollstillen har funktionen f?

Losning:  a) Jamfor ekvationen x> — 6x + 8 =0 med x? + pq + q = 0. Hir dr p = -6
och g = 8. Vi beriknar diskriminanten

-0 3

2
—) -8=9-8=1>0
Diskriminantens virde ér positivt. Ekvationen har dérfor tva 1osningar.

2

Svar: Ekvationen har tvé losningar.
b) Viritar grafen med GeoGebra.
N ERZE N C=PANE R He Q
- f

y
@ fx=x-6x+8 =N

g I

+ | Inmatningsfalt... 25

Ellel

o (o (®

== -10

Eftersom grafen skir x-axeln tvd gdnger har funktionen tvd nollstillen.

Svar: Funktionen f har tva nollstillen.
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Origo 2b, s. 59

(¢ Exempel:  Bestim minsta virdet till funktionen som ges av f(x) = x> + 6x + 5.

Lésning: Vi viljer att 1osa uppgiften med grafritande hjilpmedel och borjar med
att rita grafen till flx) = x> + 6x + 5.

A

Vi viljer kommandot /\/, under menyn diir «* #r éverst och klickar pa grafen.

RN elo]<N]=]+ oC Q =

@ f(x)=x2+6x+5 N f Y @

A = Extrempunkt (f)
- (-3,-4)

@

+  Inmatningsfélt...

@K

3 B \4 -2/0 CYNNR .=
Q

-5 Q

=

[::]

Vi ser att (-3, —4) ér grafens minimipunkt.

Svar: Minsta virde dr —4.
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Origo 2b, s. 65

I en almanacka finns tider for hur linge solen &r uppe. Tabellen hir nedanfor
visar dagens lingd i Stockholm under sommarhalvédret. Med hjilp av en

andragradsfunktion kan man skapa en modell f6r hur dagens lingd beror av
tiden i dagar efter nyar.

DAGENS LANGD

Datum 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9
Dag nr 91 121 152 182 213 244
Tid uppe (h) | 13,2 158 18,0 184 16,6 14,1

Ta fram kalkylblad via menyn Visa. Mata in dagarnas nummer i kolumn 1,
alltsd 91 i cell A1, 121 i cell A2, osv. Mata pd samma sitt in tiderna for
dagens lingd i kolumn 2. Markera samtliga celler och vilj % Tvavariabels
regressionsanalys under menyn dar “gj ir 6verst.

il o2 X 5) Q =

A [

‘::;C Spridningsdiagram % [1
91 132 =

J Y:B1:B6
121 158

12 18

182 184 e
23 166
24 141

1

= 8 100 120 140 160 180 200 220 240 260

Oppna direfter rullisten under rubriken Regressionsmodell och vilj Polynom.
D4 fir du upp en andragradsfunktion som &r anpassad till punkterna i
tabellen. Du ser andragradsfunktionens uttryck nere till héger. Dir kan du
ocksd mata in olika x-virden (dagens nummer) for att finna funktionsvirden
(dagens langd).

Hur lidnge dr solen uppe pé valborgsméssoafton enligt denna modell?

Vilken &r drets langsta dag enligt modellen?

Diskutera hur pass vil modellen beskriver dagens lingd. Giller den andra orter
i Sverige?
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Exempel:

Losning:

Origo 2b, s. 89

Los ekvationssystemet med grafritande hjdlpmedel.

{ 2x+2y=1 (1)
dx-3y=21 (2)

Vi anvinder GeoGebra. Vi skriver in ekvationerna i inmatningsfiltet, en i taget.
Sen viljer vi > och klickar pd skdrningspunkten.

DB o=l PANEIL: bc Q=
Linje =N Y @

s [[f 4

(] f:2x+2y=1

. g:4x—-3y=21

Punkt

A = Skirning (f.g)

— (321,-271)

+  Inmatningsfalt...

Koordinaterna for skdrningspunkten A ger losningen x = 3,2 och y ~-2,7.

x=3,2

Svar: Ekvationssystemet har [6sningen { 57
y==2

EKVATIONER OCH EKVATIONSSYSTEM © 3.2 EKVATIONSSYSTEM 89



Med ditt digitala hjdilpmedell

Tangentbordet har symbolen E

Origo 2b, s. 128

Vill du berikna potensen 2'/!> med GeoGebra skriver du in uttrycket 241/15
i inmatningsfiltet.

Vill du berikna rotuttrycket 2 oppnar du GeoGebras tangentbord, véljer fliken
f(x) och klickar pa .\/_ Du kan ocksa skriva nrot(2, 15) direkt i inmatningsfiltet.
a=R
- 1.05
b=1V2
- 1.05

=

POTENSER, LOGARITMER OCH BUDGETERING © 4.2 POTENSER OCH POTENSEKVATIONER 128
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Exempel:

Losning:

Origo 2b, s. 133

Jens sdtter in 20 000 kr pd ett konto med den garanterade rdntan 4,5 %.
Hur linge drojer det tills pengarna har fordubblats?

Réntan 4,5 % ger forandringsfaktorn 1,045. Om vi antar att det drojer
x dr tills pengarna fordubblats, sé fir vi exponentialekvationen

20 000 - 1,045* =40 000  Nar pengarna férdubblats har Jens 40 000 kr pa kontot

Den hir ekvationen kan vi 16sa grafiskt genom att rita y = 20 000 - 1,045*
och y =40 000 i samma koordinatsystem. Losningen till ekvationen kan vi
avldsa som x-koordinaten till skirningspunkten mellan kurvorna.

Mata i tur och ordning in de tvd funktionsuttrycken i inmatningsfiltet.

A

Vilj > under menyn dir «* ir dverst och klicka pé skdrningspunkten.

(k) A 74 D>OO &N = e b fagle g —
| & Funktion =N Y T
Fy 50000
@  f:y=20000-1.045"
v
Linje g
. gy = 40000 § 30000
Punkt
R
® A = Skarning (f, g, (15.747,40000)) ¢
— (15.747, 40000) joow ©®
X
+ | Inmatningsfalt... n = + s rr e
Q
-10000 e el

Svar: Efter 16 &r har pengarna pé kontot fordubblats.
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Origo 2b,s. 134

Exempel:  Kinas folkmingd var 1,27 miljarder ménniskor vid folkrikningen ar 2000
och 6kade till 1,34 miljarder minniskor ar 2010.

a) Bestdm den drliga 6kningen av folkméingden i procent.

b) Avgor nir Kinas folkmingd kan forvintas vara 1,5 miljarder.

Losning:  a) Om vi kallar férandringsfaktorn a, sa far vi potensekvationen

1,27 -a'%=1,34 Pa10 ar kade antalet invanare exponentiellt fran
1,27 miljarder till 1,34 miljarder
10 1,34
1,27
1,34 1110
a= i(m) =~ +1,0054 Den negativa losningen saknar betydelse
bl

Svar: Folkmingden 6kar med 0,54 % per dr.

b) Folkmingden &r 1,34 miljarder ar 2010. Anta att det drojer x ar tills
folkmingden dr 1,5 miljarder. Vi stiller upp ekvationen

1,5=1,34-1,0054*

och 16ser den med grafritande hjidlpmedel.

Clém inte att
anvanda Pd samma sitt som i foregdende exempel ritar vi forst graferna till
decimalpunkt i flx) =1,5 och g(x) =1,34 - 1,0054* och anvinder sedan >x".
stallet for —— ..
decimalkomma Skdrningspunkten ger lgsningen x = 21.
i GeoGebra.

KD AP 0O LN =4 5c¢Q
@ f(x=15 N y

©  g(x) = 1.34-1.0054* E ¥ /

® A = Skarning (f, g, (20.9444,1.5)) : /1
— (20.9444, 1.5)

il

+ | Inmatningsfilt... X
Xy
20 0 20 4 6 ©

-1

E -2

Det innebir att 21 ér efter 2010, dvs. dr 2031, kan Kinas folkmangd
forvintas nd 1,5 miljarder.

Svar: Ar 2031 kan Kinas folkmingd forvintas nd 1,5 miljarder.

POTENSER, LOGARITMER OCH BUDGETERING © 4.3 EXPONENTIALEKVATIONER OCH LOGARITMER 134



Med ditt digitala hjdilpmedell

Origo 2b, s. 139

Vill man berikna 10-logaritmen av 15 i GeoGebra, s skriver man Ig(15) i
inmatningsfiltet och trycker pd Retur.

a = logo(15)
— 1.176

Du kan ocksé vilja knappen log,, pd GeoGebras tangentbord under fliken f(x).

POTENSER, LOGARITMER OCH BUDGETERING © 4.3 EXPONENTIALEKVATIONER OCH LOGARITMER 139
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Exempel:

Losning:

Origo 2b, s. 206

Kokschefen pé en skola vill géra en undersékning av hur mycket mat som
sldngs pa ett dr. Hon gor dérfor tva stickprov under tvé olika veckor.
Berikna medelvirde och standardavvikelse for Vecka A och Vecka B.

IMa i on To Fr
VeckaA | 22,3kg 150kg 383kg 16,7kg 13,8kg
VeckaB |[13,5kg 9,8kg 12,6kg 149kg 13,5kg

Vi anvinder GeoGebra for att berikna medelvirde och standardavvikelse.
Mata in virdena for vecka A i kolumn A och virdena for vecka B i kolumn B.
Markera cellerna i kolumn A och vilj “ffl. Klicka sedan pa symbolen Ex.

D4 far du en lista pd statistiska virden f6r materialet.

Avlis resultatet.

Vecka A:
Medelvérde 21,2 kg Avlas s, standardavvikelse vid
Standardavvikelse 10,1 kg stickprovsundersokning.

(3] % % =
A B

223 135

15 9.8

383 12.6

16.7 149

13.8 135

Standardavvikelsen betecknas med s
for en stickprovsundersokning och
med o for totalundersékning. 0, och
05 star for nedre och 6vre kvartil.

Flytta
e Flytta eller valj objekt

HJALP

GOr pa samma sitt med vecka B.

Vecka B:
Medelvirde 12,9 kg
Standardavvikelse 1,9 kg

"l g‘./" = o) O =
A 8 S§T | Statistik

1 223 eS| 5

2 15 9

s 383 12.6f

4 16.7 14.9|

5 138 13.5]

6

7

8

9

SRR B

Under mandagen och onsdagen i vecka A slingdes det mer mat dn vanligt.
Det gor att bdde medelvirdet och standardavvikelsen dr hogre i vecka A 4n i
vecka B. Kanske serverade kokschefen dessa dagar ndgot som eleverna inte
gillade, vilket gjorde att det slingdes mer mat. Férhoppningsvis 4r vecka B
en mer normal vecka och dé 4r det detta medelvirde som kokschefen bor
anvinda i sin analys.

STATISTIK © 6.1 LAGES- OCH SPRIDNINGSMATT 206
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Origo 2b, s. 216

Maria trdnar langdskiddkning. Hon dker regelbundet ett spar som ar 5 km
langt. Under fem veckor efter jul forsoker hon forbattra sina tider. Pricka in
virdena i ett spridningsdiagram med hjilp av din rdknare och avgér om det

finns ndgon korrelation mellan virdena.

Exempel:

Vecka 1 2 3 4 5
Tid 19.34 19.21 19.11 19.00 18.53

a) Pricka in vdrdena i ett spridningsdiagram med hjélp av din riknare och
avgdr om det finns ndgon korrelation mellan viardena.

b) Kan man med sikerhet siga att det finna ett kausalt samband? Motivera

ditt svar.

Skriv in vdrdena i ett kalkylblad i GeoGebra. Markera cellerna och
vilj %= under menyn “fi. Vilj Ingen under rubriken Regressionsmodell

i nederkant.

Lésning:  a)

Vi omvandlar BB 4| = —
. . I o0 Q=
tiderna till - 5 =
; + ZE"  Spridningsdi v [ 123 3 x5y
minuter. Tiden 1 1 e V_B:r_'Br;'"gs e il Ix B8 :
19 minuter och 2] 2 19.35 [
3 3 19.18 196
— )
34 sekunder o = -
ar t.ex. 5 5 18.88] 194 o
19,57 minuter. s
7 192 °
8
9 19 °
10 o
n 1 2 3 4 5
12 . g
13 :A1:A5
Regressionsmodell
Ingen
» ~ 7\

Svar: I diagrammet ser man att det finns en negativ korrelation mellan antal

veckor Maria trinat och hennes dktider.

b) Ja, regelbunden traning forbattrar troligen resultatet men det kan forstds dven
vara andra faktorer, som exempelvis skidféret, som paverkat tiderna.

STATISTIK © 6.2 STATISTISKA SAMBAND 216
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Exempel:

Losning:

Origo 2b, s. 219

Tabellen visar ndgra samhérande métvirden pa skostorlek y och fotlingd x cm.
Anpassa en rit linje till métvirdena med grafritande hjdlpmedel och bestim
linjens ekvation.

x| 23 24 27 29
y |37 39 42 45

Skriv in virdena i tvd kolumner i ett kalkylblad i GeoGebra. Markera virdena
och vilj %+* under menyn “gll. Vilj Linjar som regressionsmodell. Du fir d&

upp béde grafen och ekvationen till den rita linje som anpassats till punkterna.

% 02 3 Ye Q =
A 8 =gus [ [ Spridningsdi v| [2% 123 3 xo H
=" pridningsdiagram L XSY
T o3 37 =T Ix Y B2
 Y:B1:B4
2 2 39
3 27 2 i
4 29 45
44
5 —
6
7 42
8
9 40
10 °
11 %
12
13
12 / 23 24 25 26 27 28 29 30|
5 X:A1:A4
16 Regressionsmodell
17
y = 1.264 x -+ 8.209
18 -
...... . Linjar
] . Berskna: x= y=

Den rita linjens ekvation dr y = 1,26x + 8,21. Vi avrundar till tva decimaler
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