LeoGebraexempel




Till lasaren

I ELEVBOCKERNA | SERIEN MATEMATIK ORIGO finns uppgifter dir vi reckommenderar
anvindning av grafritande hjalpmedel. I elevbockerna ger vi exempel pa hur dessa
uppgifter kan 16sas med grafritande riaknare. Men i gymnasieskolan ér det i dag
allt vanligare att 16sa sddana uppgifter med andra digitala hjidlpmedel, t.ex.
GeoGebra. Dirfor har vi i det hdr materialet valt att visa hur man kan anvinda
GeoGebra for att 1gsa denna typ av uppgifter. Uppgifterna dr himtade fran elev-
bokens exempel. Vi visar ocksd hur man kan anvinda GeoGebra for att utfora de
berdkningar som finns under rubriken Pd din réiknare.

Exemplen med losningar i GeoGebra finns till var och en av elevbdckerna i serien
Matematik Origo och dr tinkta att anvindas parallellt med elevboken. For att
gora det enkelt att hitta finns det sidhdnvisningar till de exempel i elevboken som
materialet bygger pd. I 16sningarna utgér vi frin GeoGebra Classic 6, som finns
tillgangligt gratis via www.geogebra.org/classic. Observera att vi visar et sitt att
16sa uppgifterna. Inte sillan dr det mojligt att l1osa dem pé andra sitt eller med
andra kommandon.

De uppgifter i elevboken ddr du uppmanas att anvinda grafritande rdknare far du
l6sa med valfritt grafritande hjalpmedel.

Vi hoppas att du kommer att ha nytta av materialet!
Forfattarna

Har du synpunkter eller forslag pa forbattringar? Hor av dig till
emelie.reutersward@sanomautbildning.se



Origo vux 3b/3c, s. 19

(¢ Exempel:  Los ekvationen x* — 4x + 6 = x° — 3x grafiskt.

Losning: Vi skriver in VL som f(x) = x> — 4x + 6 och HL som g(x) = x°> - 3x i

GeoGebra.

Alternativt:

Skriv om som Losningen till x? — 4x + 6 = x° — 3x ér x-virdet for grafernas skirningspunkt,

o ;X fl6 =0 dvs. det x som ger samma y-virde for bida graferna. For att bestimma
n;fst;'ﬁgn_ skdrningspunkten viljer du > Skarning mellan tvé objekt, under menyn dér
o* dr overst, och klickar i tur och ordning pé graferna. Lis sedan av x-virdet i
skdrningspunkten.
R]x~ 4> 004N =]+ S5c Q=
I =N @
. 5

O f(x)=x2—4x+6 : f
() g(x)=x3—3x £

A = Skarning (g, f)
- (22
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Svar: Ekvationen har losningen x = 2.
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Origo vux 3b/3c, s. 22

((¢ - Exempel: ~ Hur ménga nollstillen har foljande polynomfunktioner?
a) p(x)=x*+2x+3
b) g(x) =x*-5x>+9
c) r(x)=0,7x-5

Lésning:  Viritar grafen till respektive funktion med hjélp av GeoGebra.

N ERPEE I PFANE R Sc Q=
@ p(x) =x+2x+3 =N Y @
@ q(x) = x*—5x3+9 . 1z
O r(x) =07x-5

10
+ | Inmatningsflt...

o

0

a) Polynomfunktionen &r av grad 2. Vi ser direkt att parabeln inte skir
x-axeln.

Svar: Polynomfunktionen p saknar nollstillen.

b) Med de fonsterinstillningar vi har i bilden, ser vi tre nollstillen.
Eftersom ett tredjegradspolynom kan ha maximalt tre nollstillen,
sd finns det inga fler.

Svar: Polynomfunktionen g har tre nollstillen.

¢) Polynomfunktionen r dr av forsta graden och sddana funktioner har
alltid precis ett nollstille.

Svar: Polynomfunktionen r har ett nollstille.
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Origo vux 3b/3c, s. 22

((«  Exempel:  Bestim nollstillena till polynomen p(x) = —2x>+ 6x+ 8 och g(x) = x> —3x—4
algebraiskt. Kontrollera sedan genom att rita grafen till polynomen med
grafritande hjilpmedel.

Lésning:  Forst 1oser vi andragradsekvationen p(x) = 0.
2 +6x+8=0 Delar bada led med -2 for att fa ekvationen pa normalform
xX2-3x-4=0 Ekvationen &r nu identisk med g(x) = 0.

Vi loser ekvationen med hjilp av pg-formeln

SERE SRR

Nollstillena dar x =4 och x=-1

Vi ser att ekvationen g(x) = 0 har samma rétter som p(x) = 0. Polynomen
q(x) = x*> = 3x—4 och p(x) =—-2x*> + 6x + 8 har alltsd samma nollstillen, men
de dr inte samma polynom. Det ser du tydligt nir du ritar dem med hjilp av
Geogebra.

DI PANIEIES Sa @

QO ) =-2+6x+8 =1V 15y

g I

() q(x):x2—3x—4

+ | Inmatningsfilt... 10

@
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Origo vux 3b/3c, s. 41

: } xX2-2x-8 ) .
Exempel:  Rita grafen till flx) = 7 och ange funktionens definitions-
x —
mingd, virdemingd och nollstillen. Nimnaren x - 2 4r 0 dax = 2.
Eftersom division med 0 inte
. ar definierad, sa ar funktionen
Losning: Definitionsmingden ir alla reella tal x = 2. inte definierad for x = 2.

Vi ritar grafen med GeoGebra. Vi ser att nir x ndrmar sig 2 frdn vinster vixer
funktionen och antar mycket stora positiva viarden. Nér x ndrmar sig 2 fran
hoger antar funktionen mycket stora negativa virden.

DI PANIEIES 5c Q =
® (9= X2xo8 N s &

+ | Inmatningsfilt...
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Av grafens utseende och funktionsuttrycket drar vi slutsatsen att funktionens
virdemingd dr alla reella tal.

Funktionen antar virdet noll da téljaren 4r noll.
xX*—2x—-8=0 Anvénd pg-formeln
x=1£\(1)>+8

x=4x,=-2

Svar: Definitionsmangden &r alla reella tal x # 2 och virdemingden &r alla
reella tal. Funktionens nollstéllen &r x; = 4 och x, = —2.
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Med ditt digitala hjlpmedel

Origo vux 3b/3c, s. 72

Om du vill berikna derivatan av f{x) = x*> + 3x for x =5 med hjilp av GeoGebra,
skriver du forst in funktionsuttrycket i inmatningsfiltet och trycker pa Retur.
Direfter skriver du f'(5) i inmatningsfiltet och derivatans virde visas direkt.

Al Be q =

@ f(x) = x*+3x =N
a=f(5) '
-8
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Exempel:

Losning:

Origo vux 3b/3c, s. 73

En varmluftsballong stiger uppét. Ballongens hojd s(f) meter 6ver marken beskrivs
av funktionsuttrycket s(f) = 0,00761% + 0,6t, dir ¢ 4r tiden i sekunder.

a)
b)

a)

b)

Berikna s'(10).
Forklara med ord vad du har beriknat i a).

Metod 1:
Vi anvinder derivatans definition for att berikna s'(10)

$'(10) :}}gno s(10 + h) —s(10) _

h
— Iim (0,0076(10 + h)?+ 0,6(10 + h)) — (0,0076 - 10% + 0,6 - 10) B
h—0 h
. 0,0076(100 + 20k + h*) + 6 + 0,6h — 0,76 — 6
= lim =
h—0 h
. 0,76 + 0,152k + 0,0076h% + 0,6h — 0,76
= lim =
h—0 h
. 0,752k +0,0076h> .. h(0,752 + 0,0076h)
= lim = lim =
h—0 h h—0 h

= lim (0,752 + 0,0076h) = 0,752
h—0
Svar: s'(10) = 0,75

Metod 2:
Vi anvinder GeoGebra for att berikna s'(10).

Vi skriver in funktionen i algebrafonstret och trycker Retur. Direfter skriver
vi s'(10) pa raden nedanfor. Virdet 0,75 visas dd direkt i algebrafonstret.

R4l Dea =

@ (1) =o0012+06t o Vi har sTcaIIt in G.eoGebra“sa att
tva decimaler visas. Du andrar
a=s(10) : detta under menyn Instéliningar.

- 0.75

5'(10) = 0,75 betyder att ballongen stiger med hastigheten 0,75 m/s vid
tidpunkten ¢ = 10 sekunder.

ANDRINGSKVOT OCH DERIVATA © 2.2 DERIVATA 73



Origo vux 3b/3c, s. 99

Med ditt digitala hjdlpmedel ~ Om du vill fa fram ett avrundat virde till e med hjilp av GeoGebra, skriver du
exp(1) i inmatningsfiltet. D4 visas virdet av e'. Vill du berikna ¢€’, skriver du

exp(3).
k)&~ L > 0O
a=¢ =N
— 2718
b=¢
— 20,086

Talet e finns ocksa pd GeoGebras tangentbord, under fliken 123.

DERIVERINGSREGLER © 3.2 EXPONENTIALFUNKTIONER OCH TILLAMPNINGAR AV DERIVATA 99



Med ditt digitala hjélpmedel

Origo vux 3b/3c, s. 103

Om du vill fa fram ett ndrmevirde till In 5 med hjilp av GeoGebra, skriver du
In(5) i inmatningsfiltet och trycker pé Retur.

)&~ > e
a=1In(5) =N
- 1.609

Du kan ocksé anvdanda knappen In pd GeoGebras tangentbord under fliken f(x).

DERIVERINGSREGLER © 3.2 EXPONENTIALFUNKTIONER OCH TILLAMPNINGAR AV DERIVATA 103



Exempel:

Losning:

Origo vux 3b/3c, s. 140

Klara och Ammar har fatt i uppdrag att rita en ritvinklig triangel vars kateter
har en sammanlagd ldngd pa 60 cm. Vilken &r triangelns storsta mojliga area
och vilka matt har kateterna da?

Forst behover vi stilla upp ett funktionsuttryck for (cm)
triangelns area. Med hjilp av funktionens derivata kan vi

sedan bestimma den storsta arean som triangeln kan 60 - x

anta.

Vi kallar lingden av den ena kateten for x. X

Dé blir lingden av den andra kateten 60 — x

Triangelns area = basen - hojden

2
Triangelns area A(x) blir
_x-(60-x)  60x—x* X
Ax) = 5 == = 30x >

Kateternas sammanlagda lingd ger definitionsmingden 0 < x < 60.

Intervallets andpunkter ar inte aktuella i sammanhanget, eftersom
om nagon av kateterna ar 0 cm eller 60 cm, sa har vi ingen triangel.

Vi soker extremvirden for A(x) genom att undersoka derivatans nollstillen.
Al(x)=30-x
A'(x) = 0 har l¢sningen x = 30

Vi har en andragradsfunktion A(x) = 30x —% dir koefficienten framfor
x*-termen &r negativ.

Detta medfor att A(x) har ett maximum i x = 30.
Appax = A(30) = 450 cm? Med hjalp av raknaren

Losningen x = 30 ger att den andra kateten ocksa dr 30 cm, eftersom
60 —x = 60— 30 = 30.

Svar: Med kateterna 30 cm far triangeln sin storsta area 450 cm?.

Man kan ocksa bestimma N NEIEPARE oC Q =
storsta eller minsta vérde, eller e N v e
Al =30x-3 500
kontrollera resultatet, med Rot () it
C o
hjilp av GeoGebra. Vi skriver -B=(0.0 0
. . .. @® -c- i
in funktionsuttrycket i inmat- = (0 0 =
. . . o D = Extrempunkt (A)
ningsfiltet och klickar pa ¥ o
. :
.D3a fir vi o E = Skirning (A,yAxeln) | -0 -0 © 0 20 30 4 5 70 8
. - (0,0) = ®
direkt upp att extrempunkten S — £ 5
ir (30, 450). a
0 I
. | :

EXTREMVARDEN, GRAFEN OCH DERIVATAN © 4.2 EXTREMVARDEN OCH DERIVATAN 140



Med ditt digitala hjélpmedel

Du oppnar CAS-fénstret
genom att klicka pa =
och sedan Visa.

Origo vux 3b/3c, s. 167

Med hjilp av GeoGebra kan man numeriskt berikna virdet av integraler.
7

Om du vill berdkna integralen I % dx med GeoGebra, skriver du integral
1

i inmatningsfiltet. Du far da upp ett antal alternativ. Vilj Integral(<Funktion>,
<Fran>, <Till>) och mata in funktionsuttrycket samt integrationsgranserna.

DE BRI S CHw)Ps

a = Integral (i . 1,7> i
@ VX

- 3.29

Om du 6ppnar CAS-fonstret och matar in samma kommando, far du det
exakta svaret 2\7 — 2.

INTEGRALER © 5.2 INTEGRALER OCH AREOR 367



Origo vux 3b/3c, s. 207

Med ditt digitala hjdlpmedel ~ Det gar snabbt och enkelt att bestimma en grafisk 16sning till
ekvationssystemet med hjilp av GeoGebra.

Skriv in ekvationerna i inmatningsfiltet, y = 2x + 1 och y=—x+ 4.
For att bestimma skdrningspunkten anvinder du > under menyn

dar «* dr overst och klickar i tur och ordning pa graferna.
SN CIEIANEE s5c Q =

€] f:y=2x+1 =N @
® g:y=-—x+4 :
A = Skarning (g, f)
- (L3)

L

+ | Inmatningsfilt...

@
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Med ditt digitala hjélpmedel

Origo vux 3b/3c, s. 230

Se forst till att GeoGebra dr instéllt pd grader. Det ser du om du klickar pd =,
viljer ¥ Instaliningar och fliken Algebra.

For att berdkna virdet av sin 37° skriver du in sin(37°) i inmatningsfiltet.
Gradertecknet hittar du pa tangentbordet. For att berdkna den spetsiga

vinkel som motsvarar sinusvirdet 5 skriver du arcsin(3/5) i inmatningsfiltet.

RIA] A~ 0O &N = e Se a =
K% E =N 4 B
a=sin(37°) ) 3
- 0.6 2
: @
« = arcsin <§> 1 -
O B 5 Q
— 36.87° S s RS RS EEEC ENEC EEL e &
+  Inmatningsfilt... +
123 f(x) ABC aBy X
sin cos tan % ! $ ° Cradertecknet finns
arcsin arccos arctan { } under fliken f(X) pé
tangentbordet.
In log1o log, FY Il 1 &
& e e a, < 5 o
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